
Ce qui est à la base de cette activité est la convergence des fréquences vers la valeur théorique lorsque le nombre de tirages augmente. Ceci est une propriété de la loi des grands nombres.

Cette loi sert en statistique inférentielle, pour déterminer une loi de probabilité à partir d'une série d'expériences.

Un peu d'histoire

Historiquement, l'étude des probabilités a débutée pour déterminer les chances de gains dans des jeux de dés.

Le problème initial le plus fameux est celui de la répartition équitable des enjeux d'une partie inachevée, à un moment où l'un des joueurs a un pris un avantage, non décisif évidemment.

Le mathématicien italien Luca Pacioli l'évoque dans Summa de Arithmetica, Geometrica, Proportio et Proportionalita (1494).

Sa solution au problème ne fait pas l'unanimité.

Deux siècles plus tard, Pascal, pour répondre à un problème similaire, posé par le Chevalier de Méré, formalise le résultat. 

Cette résolution est à l'origine d'une correspondance entre Pascal et Fermat.

Lors d'un voyage à Paris, le physicien et mathématicien hollandais, Christiaan Huygens, prend connaissance de cette correspondance. Il étudie ces réflexions et publie un traité sur le sujet en 1657, Tractatus de ratiociniis in aleae ludo (Traité sur les raisonnements dans le jeu de dés). C'est le premier ouvrage consacré à la théorie des probabilités.

Huygens introduit, entre autre la notion d'espérance mathématique.

En 1713 Jakob Bernoulli publie un traité plus complet sur les probabilités Ars Conjectandi. Il y aborde le lien entre probabilités et fréquences lors de tirages successifs et énonce la loi faible des grands nombres.

Le point de départ de son étude est le jeu de pile ou face. Ses recherches ont été généralisées, plus tard, par Kolmogorov et Tchebychev.

On peut résumer ce théorème en le simplifiant : pour un grand nombres de lancers de pièces (jeu de pile ou face) l'écart entre fréquence et probabilité tend vers zéro. C'est à dire que si l'on effectue beaucoup de lancers, la fréquence d'apparition du pile va tendre vers 1/2. C'est assez intuitif.

En termes plus rigoureux, on considère un tirage aléatoire dont l'un des résultats possibles a une probabilité p ; on répète l'expérience n fois, et l'on obtient m fois le résultat considéré; alors : 

SYMBOL 34 \f "Symbol"\h ε > 0 et SYMBOL 34 \f "Symbol"\hα > 0,  N tel que, si n > N, P( |  EQ \s\do2(\f(m;n))- p | > α ) < ε

On doit également à Bernoulli la première expression de la loi binomiale.

Un peu de théorie

On distingue essentiellement deux énoncés, appelés respectivement "loi faible des grands nombres" et "loi forte des grands nombres".

Loi faible des grands nombres : également appelée théorème de Khintchine.
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On considère une suite (Xn)nde variables aléatoires indépendantes définies sur un même espace probabilisé, ayant même variance finie et même espérance notées respectivement V(X) et E(X). La loi faible des grands nombres stipule que, pour tout réel ε strictement positif, la probabilité que la moyenne empirique Yn    EQ \x\to(x) =  EQ \s\do2(\f(1;n))   EQ \i\su(i=1;n; Xi)  s'éloigne de l'espérance d'au moins ε, tend vers 0 quand n tend vers l'infini.


SYMBOL 34 \f "Symbol"\h  > 0  EQ \o(lim;\s\do8(n® +z)) PX1 + X2 + … + Xn;n))  EQ \b(– E(X))
> e)
  = 0

La loi faible des grands nombres se démontre en utilisant l'inégalité de Bienaymé-Tchebychev 

Loi forte des grands nombres 

Considérons une suite (Xn)n de variables aléatoires indépendantes qui suivent la même loi de probabilité, intégrables  : E(|X0|)<+. 

La loi forte des grands nombres précise que (Yn)n converge vers E(X)  presque sûrement.

C’est-à-dire que :

P n® +z))   EQ \b(Yn(w)  = E(X))
 = 1

Autrement dit, selon la loi forte des grands nombres, la moyenne empirique est un estimateur fortement convergent de l'espérance.

Convergence vers une loi de probabilité 
La loi des grands nombres permet de dire que la répartition de la population de l'échantillon peut être approchée par la loi de probabilité de X pour n assez grand.

En effet, pour tout i, la fréquence fn(i) de la valeur xi dans l'échantillon (X1; …;Xn)  converge vers la probabilité pi.

Pour le prouver, on fixe i et l'on considère pour tout k la variable aléatoire Bk indicatrice de l'évènement (Xk = xi).

Cela signifie (par définition) que Bk(ω) = 1 si Xk(ω) = xi et Bk(ω)  = 0 si Xk(ω)  xi.

La suite (Bk) est constituée de variables aléatoires indépendantes suivant la même loi de Bernoulli de paramètre pi ; elles possèdent une variance finie et leur espérance commune est E(B) = pi.

Or, pour tout n, fn(i) =  EQ \s\do2(\f(1;n)) (B1 + … + Bn). Donc la fréquence fn(i) converge vers pi :

    - en probabilité (d'après la loi faible des grands nombres)

    - presque sûrement (d'après la loi forte des grands nombres)

	
	Comment déterminer la répartition des M&M’s dans un sachet sans le vider ?
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1ère partie : expérimentation

1.1. Faire une série de 12 tirages en remettant à chaque fois le M&M’s trouvé dans le sachet. (mélanger bien entre chaque tirage). Noter le résultat de chaque tirage dans le tableau ci-dessous : 

	
	T1
	T2
	T3
	T4
	T5
	T6
	T7
	T8
	T9
	T10
	T11
	T12

	couleur
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	


(noter R pour rouge ; V pour vert ; B pour bleu ; M pour marron ; J pour jaune ; O pour orange)
1.2. Compter le nombre de M&M’s de chaque couleur. Compléter le tableau suivant :

	M&M’s
	Nombre

	Bleu
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	Jaune 
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	Marron 
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	Orange
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	Rouge
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	Vert
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1.3. Faire une deuxième série de 12 tirages et compléter le tableau ci-dessous :

	
	T1
	T2
	T3
	T4
	T5
	T6
	T7
	T8
	T9
	T10
	T11
	T12

	couleur
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	


1.4. Compléter de la même manière que ci-dessus le tableau suivant :


	M&M’s
	Nombre

	Bleu
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	Jaune 
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	Marron 
	[image: image9.jpg]



	

	Orange
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	Rouge
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	Vert
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1.5. Dire si les valeurs trouvées entre la 1ère et la 2ème série égales :

Bien sur que non

Est-il possible en effectuant une seule série de tirages de trouver la répartition de M&M’s dans le sachet ?

Un seul tirage n'est pas représentatif (ni 2 ou 3)

2ème partie : mise en commun et analyse

2.1. Le tableau suivant regroupe les valeurs totales de M&M’s trouvées par la classe. Compléter le tableau suivant :
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	Catégorie
	Effectif de chaque catégorie

(de toute la classe)
	Proportion rapportée à un paquet de 14

(arrondir à 0,1)

	bleu
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	54
	2,1

	jaune
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	31
	1,2

	marron
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	49
	1,9

	Orange
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	0
	0

	Rouge
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	149
	5,8

	vert
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	77
	3,0

	TOTAL
	tirages = 360
	14
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2.2. Peut-on donner une estimation du nombre de M&M's de chaque catégorie dans le paquet ?

On peut si le nombre de groupe est suffisant, car en calculant la proportion en temps réel après chaque ajout, on "voit" un début de convergence. Cela dit comment le prouver ? 

2.3. Comment vérifier ce résultat ?

Il faut faire un grand nombre de séries de tirages, d'où l'utilité d'une simulation informatique.

On peut discuter avec les élèves (ou les élèves entre eux) de la notion de grand nombre (10, 100, 1000 ?)

Il suffit de faire le test avec la simulation pour valider ou non les idées des élèves (en général après 300 séries de tirages, la fréquence est stabilisée) 

2.4. Observer les résultats obtenus à partir de la simulation. Conclure sur une estimation de la répartition.

On constate qu'à partir d'un nombre de tirages assez grand, la proportion se stabilise.. On peut conjecturer que cette valeur correspond à la valeur réelle. Ce qui se vérifie en vidant le paquet.

	M&M’s
	Proportion obtenue par simulation
	Nombre réel dans le sachet

	Bleu
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	Jaune 
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	Marron 
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	Orange
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	Rouge
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	Vert
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2.5.   Vider le sachet, 

puis compléter le 

tableau ci-contre :

Que remarque-t-on ? …………………………………………………………………………..

3ème partie : un pas vers les probabilités

3.1. On tire au hasard un M&M’s dans le sachet. Quelle chance y a-t-il pour que ce soit un M&M’s rouge ?

………………………………………………………………………………………………………………..

3.2. On tire au hasard un M&M’s dans le sachet. Quelle chance y a-t-il pour que ce soit un M&M’s vert ?

………………………………………………………………………………………………………………..

3.3. Un jeu consiste à tirer au hasard un M&M’s dans le sachet. Si c'est un vert ou un marron on peut le manger sinon on le remet dans le sachet. Combien y a t-il de chance de manger un M&M’s ?

………………………………………………………………………………………………………………..


3.4. Manger les M&M’s (

On calcule la proportion de M&M's dans un paquet de 14 à partir du nombre obtenu lors des tirages successifs.


C'est donc un calcul de proportionnalité. La colonne des fréquences n'est pas nécessaire, mais elle peut éventuellement aider les élèves à faire ce passage





Nombre total de M&M's tirés 


(nombre de groupes �SYMBOL 180 \f "Symbol"\h�12�SYMBOL 180 \f "Symbol"\h�2)
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